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Enoncé :

Théoréme 1 : Soit f : R" — R" une fonction de classe C' telle que f(0) = 0. On considére
I’équation différentielle
{ v =fy)

y(0) =0

On suppose que la matrice D fy ( matrice de la différentielle de f en 0 ) a toutes ses valeurs propres
de partie réelle strictement négative. Alors 0 est un point d’équilibre stable du systéme : pour
tout yo suffisamment proche de 0, la solution maximal y(t) est bien définie sur [0, +oo[ et tend
exponentiellement vite vers 0 quand ¢t — +oc.

On se propose dans ce développement de démontrer ce théoréme fondamental dans ’étude des sys-
témes dynamiques. L’idée est de s’intéresser d’abord au cas du probléme linéarisé 2z’ = Az avec
A= Dfyet 2(0) = yo et d’en déduire le résultat dans le cas générale en s’y ramenant.

On rappelle quelque notions avant:

Lemme 2 : Soit ||.|| une norme d’algébre sur M,,(C), et soit A € M, (C) une matrice dont les
valeurs propres sont de partie réelle strictement négative. Alors il existe o« > 0 et A > 0 tels que,
pour tout ¢ positif ou nul, on ait ||| < Xe= .

Démonstration : D’aprés le théoréme de Dunford, il existe D, N € M,,(C) telles que A= D+ N,
avec D diagonalisable, N nilpotent et DN = ND. Comme D et N commutent, alors on a
eth = etPetN et D et N sont cotrigonalisable :

En effet, c’est un théoréme, si deux matrices A et B commutent et son trigonalisable

dans M,,(K), alors elles sont cotrigonalisable.
il existe donc P € GL,(C) tel que D = PTP~!, o T est une matrice triangulaire supérieure avec
A, ... Ay sur la diagonale, et P7INP est triangulaire supérieure avec des zéros sur la diagonale car
N est nilpotente. Ainsi P7'AP = P~'DP + P~'NP est une matrice triangulaire supérieur avec
A1, ...y Ap sur la diagonale, qui sont donc les valeurs propres de A.
Comme D est diagonalisable, on note @) sa matrice de passage tel que D = QD@ ", ou la matrice

Dgiqg est une matrice diagonale avec Aq, ..., A, sur la diagonale.

Par hypothése, il existe ¢ > 0 tel que Re();) < —c pour tout i. En notant |||.||| la norme subordonnée
A ||.||o sur C™, on a pour tout t >0 :
11Q '™ Ql|l = |lldiag(e™, ..., e?")[]] < sup ) < e

i€[1;n]

La norme subordonné de la norme infinie est le sup de la somme des lignes au
module, donc comme elle est diagonale, la somme des lignes au module donne e
pour chaque ligne, et comme || = e/ on en déduit 'inégalité.




L’espace M,,(C) étant de dimension finie, les normes sont équivalentes et donc on a également
|P~LePP|| = O(e ). D’autres part, si on note n l'ordre de nilpotence de N, on a eV =

Z;(l) tEN*/E! = o(t"). Ainsi, comme [|e*] = [[eNetP]|, on a donc ||| = o(t"e™) = O (e%d>, et
donc il existe A > 0 tel que [[e*]| < Ae2 et on pose a = ¢/2 pour avoir le résultat. O

Théoréme 3 : Soit A € M,(R). Les solutions maximales de X’ = AX sont définies sur R et
sont de la forme z(t) = Cet on C € R.

Théoréme ( Sortie de tout compact ) 4 : Soit I un intervalle ouvert de R, Q un ouvert
connexe d’un espace de dimension finie E et f une application de I x 2 vers E continue et locale-
ment lipschitzienne en sa deuxiéme variable. Soit z une solution maximale de ¢y’ = f(¢,y). On note
J son intervalle ouvert de définition. Si sup J < sup I, alors z explose en temps fini, c¢’est-a-dire que

pour tout compact K C Q, il existe Tx € J tel que pour tout ¢t € [Ty, sup J[,z(t) € Q\ K.
On en déduit qu’il suffit de montrer qu'une solution maximale est bornée pour

montrer qu’elle est globale.

Résolution :

On définit la forme bilinéaire symétrique

+oo
B@w%z/ (et Ay dt
0

Cette application est bien définie, car d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz et en utilisant le Lemme
2 ( avec la norme subordonnée a ||.|| comme norme d’algébre ), on a

(e, ey)] < [l alley]) < el 1yl

En effet, une norme subordonnée est toujours sous-multiplicative et donc une norme
d’algébre. Car:

| ABz| |ABx| || Bx|| [ Ayl | Bl
= = sup ——=  sup < [[1Al[lI1 B

cernvgo) Nzl eermgoy 1Bzl Nzl yermyioy Tyl eermioy Il
et donc l'intégrale considérée est absolument convergente. Montrons maintenant que la forme B est

définie positive. Soit x € R",

I[ABIl| =

+o00 +oo
B(z,x) = / (e, ea)dt = / etz ||?dt > 0
0 0

Par continuité et positivité de ¢ > ||e’||?, si B(x,z) = 0, alors pour tout ¢ > 0, ez = 0. Ainsi en
particulier x = 0 pour ¢t = 0. On en déduit que B est une forme bilinéaire définie positive et on peut
définir la forme quadratique ¢ associée a B qui définit alors une norme :

lzlly = Va(x) = v/ B(z,2)

Comme |||, est une norme sur R, alors il existe une constante u, > 0 telle que u,||z||, < ||z| pour
tout x € R" par équivalence des normes en dimension finie. Soit y une solution maximal de I’équation
différentielle y' = f(y) définie sur |c, d] et contenant 0. Montrons que (¢ o y)'(t) < —5||y(¢)||, pour
tout t €|c, d| dés que y(t) est petit.

On définit r(z) = f(z) — Az pour tout z € R". Alors

(goy)'(t) = Do, (y'(1)
B(y(t), y(t))
(

2B(y(t),y'(t)) Différentielle d’une forme quadratique
= 2B(y(t), Ay(t)) + 2B(y(t), r(y(t))) car y'(t) = f(y(t)) = r(y(t)) + Ay(?).
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Montrons que 2B(y(t), Ay(t)) = —|ly(¢)||>. Soit z € R", d’aprés le lemme précédent, on en déduit
que

+oo
2B(x, Azx) = 2/ (e, e Az)dt
0
= [lez|?];~ = —llz|*. car [le"z]? < K2e2 x|

Comme f est différentiable en 0, alors f(x) = f(0) + D fo(x) + o(||z||) lorsque x tend vers 0. Par
équivalence des normes, f(z) = f(0) + Dfo(z) + o(||z]|,) lorsque x tend vers 0. Comme f(0) = 0,
alors r(z) = Dfy(z) — Az + o(||z||,) = o(]|z|l;)- Donc pour tout ¢ > 0, il existe & > 0 tel que
|z]ly < a=|r(z)|, <ellz|l;. D’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que

1B(y(®), (NI < Ny@lallr(y@)lly < elly@)Ilg

dés que [|y(t)[l; < . Ainsi, pour € tel que § = uZ — 2 > 0 et en supposant [|y(t)||; < a, on a

(goy)(t) —[ly(@®)|I> +2B(y(t), r(y(t)))
< (—ug +2¢)[ly()])?
< —Blly@®)|2.

Supposons maintenant que ||yol|, < o et montrons que ||y(t)||, < o pour tout ¢ € [0,d[. Supposons
par Pabsurde qu’il existe t €]0,d[ tel que ||y(t)||, > «. Alors d’aprés le théoréme des valeurs inter-
médiaires, on peut considérer le plus petit tel ¢ : ¢y = inf{t € [0,d], ||y(¢)||, = o} de sorte que pour
tout t < to,||y(t)|l, < et q(y(t)) < —PBq(y(t)). Ainsi, par continuité de la dérivée, en faisant tendre
t vers ty par valeurs inférieures, on en déduit que

(goy) (to) < —Ba(y(te)) = —fa’® < 0.

Par conséquent il existe un voisinage de to de sorte que I’application ¢ — ¢(y(t)) soit strictement
décroissante. Pour un ¢ légérement inférieur a to, on a donc q(y(t)) > q(y(to)) = o? par strict
décroissance. Or comme t < tg, q(y(t)) < a? ce qui est absurde. On en déduit que ||y(t)]|, < « pour
tout ¢ € [0,d]. Par conséquent y n’explose pas en temps fini et on déduit que y est définie sur R*.De
plus on en déduit que

(goy)'(t) < —Ba(y(t))
pour tout ¢ > 0. On en déduit que
™ ((qgoy)(t) + Baly(t))) <0

et comme (e®'q(y(t)))'(t) = e’ ((q o y)'(t) + Ba(y(t))), alors (ePq(y(t)))(t) < 0. Ainsi la fonction
t s ePlq(y(t)) est décroissante sur R et

e”g(y(t)) < eq(y(0)) = q(yo).

Ainsi
ly()llqg < e loll,

pour tout t > 0 et la convergence vers 0 est donc exponentielle.



